Mathematik 2 - Ldsungen Ubungsblatt 3 Grp. A SS 2020 Daniel Pieslinger

34 Bsp. 34
_ _ 1 f fy _ _ 1 f:v f _ fas fu
Tni1 = Tn — py * det Py Yn+1 = Yn — pip * det 0 g D|p,= det P (34.1)
22 4+ 2cosy =2 f(x,y) =22+ 2cosy — 2
Um in die Formeln einsetzen zu kénnen bilden wir zuerst die Ableitungen
Jz =2z Je = 4x
. 34.3
fy=—2siny g, =2y ( )
Um den ersten Iterationsschritt zu berechnen fehlt nur noch D|p0.
D|po= det :42 *23”11 =10, 731768 (34.4)
2cosl —1 —2sinl
21 = —1 — ggyegs * det 0 o | =—0,984978 (34.5)
y1 =1 — oo * det _42 200801 - 1' = 1.030043 (34.6)
Somit erhélt man
P; = (—0,984978/1.030043) (34.7)
Um P, zu berechnen werden die selben Rechenschritte wiederholt mit den Werten von P .
—1.969956 —1,714642|
D|p1= det 3930912 2,060086 |~ 10, 813818 (34.8)
_ 7 1 —0,000254 —1,714642
T = —0,984978 — 5gi3g7g * det 0,001352 2. 060086 | — 0, 984639 (34.9)
1.969956 —0,000254
pr— —_ 1 — ’ =
y2 = 1.030043 — 15573518 * det 3.039912  0,001352 ’ 1.030382 (34.10)
Somit erh&lt man
P, = (—0,984639/1.030382) (34.11)
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35 Bsp. 35
Die Zeilen einer Matrix werden im folgenden mit Z;-Z7,, bezeichnet.
a)
-2 —4 2
A=1|1 5 5 (35.1)
-1 0 7

Sind alle Hauptminoren a von A ungleich Null, dann besitzt A eine LR-Zerlegung ohne
Zeilenvertauschung.

o = (-2) — detag = -2 (35.2)

Qg = <_12 _54> — deta2 =—6 (353)

ag = (—2) * det (g ‘2) — (—4) * det (_11 ?) + (2) * det (_11 g) — detag = —12  (35.4)

Da alle Hauptminoren ungleich Null sind, kann begonnen werden A auf Zeilenstufenform zu bringen
A—)ZQ-FZl*%—)Zg-I-Zl*—%—)Zg-f—Zg*—%

—2 —4 2 2 —4 2 —2 —4 2 2 —4 2
1 5 5/!—]0 3 6]—(0 3 6/—10 3 6]=R (355)
-1 0 7 -1 0 7 0 2 6 0 0 2

Die quadratische Matrix L erhélt man, wenn man in der Hauptdiagonale jeweils 1 eintrégt und in
die Spalten darunter jeweils die negativen Faktoren, die beim umformen von A zu R verwendet
wurden

1 0 0
L=]|-4 10 (35.6)
1 2 1
2 3

Um zu priifen, ob die Umformung korrekt war, kann man R * L = A benutzen

-2 —4 2
0 3 6
0 0 2
1 0 0\ /-2 -4 2
-2 10 1 5 5]=A
1 2
: 2 1)\-1 0 7
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b)
2 1 4
B=|2 1 3 (35.7)
4 3 9
Br=(2) — detpy = —2 (35.8)
2 1
Da eine der Hauptminoren 8 von B Null ist, ist eine Zeilenvertauschung notig.
B— Zo4+7Z1x—1— Z3+ 71 %x—2
2 1 4 2 1 4 2 1 4
21 3] —(|00 —-1]—1{(0 0 -1 (35.10)
4 3 9 4 3 9 01 1

Durch Vertauschung von Zs und Z3 von A sowie einer Einheitsmatrix erhdlt man R und die
dazugehérige Permutationsmatrix P?

2 1 100
R=(0o 1 1],PP=0 0 1 (35.11)
0 0 010

Setzt man die negativen Faktoren, die fiir die Umformung benétigt wurden, in eine quadratische
Matrix mit der Hauptdiagonale von jeweils 1 ein erhélt man

10 0
L=1|2 10 (35.12)
10 1

Da bei der Umformung in einem Schritt 2 Nullen erzeugt wurden und ein dritter Umformungsschritt
somit nicht ndtig war, bleibt dieser Wert auch in L Null.

Fiir die Probe werden erneut L und R multipliziert, nur diesmal ebenfalls mit der
Permutationsmatrix wodurch sich L * P! x R = B ergibt

1 0 0 21 4

210 01 1

1 01 0 0 -1
1 00 1 0 0 2 1 4
0 0 1 1 01 21 3]=8B
0 1 0 210 4 3 9
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c)
0 0 3 0
1 2 1 2
C= 02 1 3 (35.13)
2 1 2 0
v = (O) —> dety; =0 (35.14)
Da eine der Hauptminoren v von C Null ist, ist eine Zeilenvertauschung notig.
Durch Vertauschung von Z5 <+ Z3 und Z; <> Z3 erhélt man
0 0 3 0 0 0 30 1 2 1 2
1 2 1 2 0 2 1 3 0 2 1 3
021 3] “|1212 loo3o0 (35.15)
2 1 2 0 2 1 2 0 2 1 2 0
Ct—>Z4+Z1*—2—>Z4+Z2*%—>Z4+Zg>k—%
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
0 2 1 3 0o 2 1 3 0 2 1 3 0 2 1 3
003 0] "fo o 3 ol 7|oos ol 7|oos o F G516
2 1 20 0 -3 0 —4 o0 3 1 000 3

Durch einsetzen der negativen Faktoren und der Zeilenvertauschung ergibt sich fiir L und P?

1 0 0 0 01 0 0
10 1 0 0 . [0 0 1 0
L= 0O 0 1 0 P = 1 0 0 0 (35.17)
3
2 -3 % 1 0 0 0 1
Fiir die Probe wird wieder L % Pt + R = C verwendet
1 0 0 O 1 21 2
0O 1 0 0 0 2 1 3
0O 0 1 0 0 0 3 0
2 =2 L 1)\o o0 o0 }
01 00 0O 0 1 0 0 0 3 0
0 0 1 0 1 0 0 0 1 2 1 2 _C
1 0 0 O 0 1 0 0 0 2 1 3|
000 1/\2 -3 5 1/\2 120

Inst. fiir Analysis und Zahlentheorie 4/



Mathematik 2 - Ldsungen Ubungsblatt 3 Grp. A SS 2020 Daniel Pieslinger

36 Bsp. 36

Die Zeilen einer Matrix werden im folgenden mit Z;-Z7,, bezeichnet.

3 -1 4\ /4
A=|-1 2 2|,b=12
2 —4 0 4

a3 = (3) * det <_24 g) — (—1) * det (_21 (2)> + (4) * det <_21 _24) — detas = 28

Da alle Hauptminoren ungleich Null sind, ist keine Zeilenvertauschung notig.
A—)Z2+Z1*%—>Z3+Zl*—% —>Z3+ZQ*2

3 -1 4 3 -1 4 3 -1 4 3 -1 4
-1 2 2] —10 § 1?0 — 1o % % — 1o % 1?0 - R
2 -4 0 2 -4 0 o -4 -3 0 0 4

1 0 0
_ | _1

L=|-5 10
21

1 0 0 1 4 Y1 = 4
—2§ 1L 0*fgp]=[2]— =2
2 21 Y3 4 ys =8
Durch R * ¥ = ¢ kann man & berechnen
3 -1 4 I 4 xr1 — -2 —2
0 2 Plsfam]=|8]— 22=2 —[-2]=27
0 0 4 x3 8 T3 = 2 2

—~

36.1)

(36.2)

(36.3)

(36.4)

(36.5)

(36.6)

(36.7)

(36.8)
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37 Bsp. 37

Das Skalarprodukt zweier Vektoren wird im folgenden mit <(),()> dargestellt.

a)
Um Q zu erhalten, werden 3 orthogonale Spakltenvektoren ¢1, g3, ¢3 berechnet und R ist gegeben
durch R = Q! * A.

1 0 1
A=|-1 -1 0 (37.1)
1 1 1

Fiir ¢i wird der erste Splaltenvektor von A verwendet und normiert

~1 (37.2)

0 1
0 <|-1],{-1]|> .
- . < _:*, s 1 1
g5 = as — a_i q_}ﬂ xqg;r=|—-1] — x| —1| = (37.3)
<9 > 1 1 1 1
<|-1],{-1]>
1 1
_2
3
0 9 1 -2 1 -2
s 1] — -
qs; = 1] —=x|-1]= —3 | = -1 yq2 = —= % -1 (374)
1) 3 1 1 V6o
1
3
Der Vektor q_f;‘, der orthogonal auf q_f und q_é steht, ist gegeben durch
. . <dhq > 4 <dh g > o
93 = a3 — —2 —,1; *qp — —i *i * Qo (37.5)
<4qi,q1 > <{q3,q5 >
1 1 1 —2
<(O0),{-1]> <{O0),{-1]>
L (! 1 1 1 1 1 —2
=10 . : x| —1] — 5 5 x| —1 (37.6)
1 1 - - 1
<|-1],{-1]> <|-1),({-1]>
1 1 1 1
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0
1 1 -2 0 0
- 2 1 1
a=10 —3* —1|+=«[-1|=]3[=|1].@3=—x|1 (37.7)
1 1 1 1 V2 1
2
Setzt man ¢i, ¢, g3 zu einer Matrix zusammen so erhélt man Q
1 2
B~ Y
1 1 1
Q=% % (37.8)
1 1 1
V3 V6 V2
Um Q? zu erhalten werden Zeilen und Spalten von Q getauscht
1 0 1
1 -1 0
1 1 1
1 1 1 2 2
E R A W N E I e
_ Nt I 11 2 _ 11 _
R=@=A=|"3% % || % w|=F
1 1 1
0w ow I\ 0
b)
1 2 0
01 o0
B=12 0 -1 (37.9)
1 1 0
0 0 1
Fiir ¢i wird der erste Splaltenvektor von B verwendet und normiert.
1 1
. 1 0
bi=qgi |2, 1=—7412 37.10
1= q . a1 /6 . ( )
0 0

Inst. fiir Analysis und Zahlentheorie 7/



Mathematik 2 - Ldsungen Ubungsblatt 3 Grp. A SS 2020 Daniel Pieslinger

Der Vektor q_é‘ der orthogonal auf q_f steht, ist gegeben durch

2\ /1
1| |o
<lol.,|2]|>
0w (o
P L T, S ) PN LIAIR VA Y
<aqi,q > 1 1\ (1 1
0 o1 [© 0
<|21,]2|>
1] |1
0/ \o
2 1 3 3 3
R 0 1 2 ) 2
q§= 0Ol —=x|2]=|-1|=|-2]|,2=—=x[—-2
1 1 i 1 VIS |
0 0 0 0 0

Der Vektor q?; der orthogonal auf qﬂ’l" und qé" steht, ist gegeben durch

Lo <big> L <bhd>
G = b — —i’q—i wqh— _27‘2 x G
<{q:,q > < (2,43 >

0 1 0 3
0 0 0 2
<|-11,12]> <|-11,1-2]>
0 0 1 1 0 1 3
. 0 1 0 0 2
g =\1|-1]- x| 2| — * | =2
0 1 1 1 3 3 1
1 0 0 0 2 2 0
<121,12]> <|-21,]1-2]|>
1 1 1 1
0 0 0 0
0
0 1 3 -2 0 0
0 0 2 -2 -2
- 1 1 L . 1
G=|-1l+s*x|2|—cx|-2|=]|-35|=|-1].63s= x| —1
o 3 [1] 2 |1 2 3xV10 | o
1 0 0 2 9 9
1

(37.11)

(37.12)

(37.13)

(37.14)

(37.15)
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Setzt man ¢i, ¢3, g3 zu einer Matrix zusammen, so erhélt man Q

1 1
% v 0
V2 2
0 3 3x/10
=% -4 i @119
1 1 2
\/6 \/ﬁ 3%y/10
3
0 0 7
R ist gegeben durch R = Q! x B
1 2 0
0 1 0
2 0 -1
1 1 0
0 0 1
1 2 1
w0 % 0w 0 (v g -
1 V2 V2 1 3 V2 —
5 ~% i U 0 5 %5 [=R
0 ——2 __1 2 3 0 0 3
3*\/ﬁ 3*\/@ 3*\/ﬁ \/ﬁ \/ﬁ
38 Bsp. 38
3x1  +xo =1 1 =0.3
1 Hdzy Fazz =1 Exakt : 9 = 0.1 (38.1)
To +3l‘3 =1 T3 = 0.3
Formt man die Gleichungen jeweils nach x1, 9, x5 um, erhélt man
Ty = 1_31-2 Ty = 71_1‘411_1‘3 T3 = 71_;2 (382)

Als Startvektor wird der 0 verwendet und fiir jeden weiteren Iterationsschritt die Werte fiir 21, 29, 23,
die im vorherigen errechnet wurden.

0] 1 11 m | v |V
zi |0 L] 025 |0305556 | 0,291667 | 0,300926
2y | 0| 110083333 | 0,125 |0,097222 | 0,104167
23 | 0] 1] 025 | 0305556 | 0,291667 | 0,300926
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39 Bsp. 39

Der Unterschied zur Jacobi-Iteration besteht bei Gauf-Seidel darin, dass pro Iterationsschritt nicht
x1, X2, x3 des vorherigen Schrittes zur Berechnung herangezogen werden, sondern die Werte ersetzt
werden sobald ein neuer berechnet wurde.

Sobald man also x; berechnet hat wird der neue Wert fiir x; fiir die Berechnung von z5 verwendet.

o] 1 | m | m | I

z1 | 0 0,277778 | 0,296296 | 0,299383

=

2o | 0] 0,166667 | 0,111111 | 0,101852

x5 | 0| 0,277778 | 0,296296 | 0,299383

Da alle Werte sofort ersetzt werden und nicht erst nach Beendigung eines Iterationsschrittes,
konvergiert die Gaufs-Seidel-Iteration auch schneller.

40 Bsp. 40
Die Zeilen einer Matrix werden im folgenden mit Z,-Z,, bezeichnet.
1 1 1 .
A=1|-1 2 -1 beR3 AZ =10 (40.1)
-1 2 2
det|(S~1T) — M|= 0
1 0 0 0 -1 -1
S=|-1 2 0|T=10 0 1 (40.2)
-1 2 2 0 0 0

Um S~ zu erhalten, wird S nun so lange umgeformt bis sie einer Einheitsmatrix gleicht.
Im ersten Schritt bringt man S mit Z5 + 71, Z3 + Z; sowie Z3 — Zy auf Zeilen-Stufen-Form

1 0 0|1 0 O 1 0 0|1 0 O 1 0 01 0 O
-1 2 00 1 0|—40 2 O0}]1 1 O|—]0 2 0|1 1 O (40.3)
-1 2 210 0 1 0 2 2|1 0 1 0 0 2|0 -1 1

Dividiert man nun Zs und Zs durch 2 gleicht S einer Einheitsmatrix

1 0 0[1 0 0 1 0 0
1 1 -1 1 1
o0 10 -3 1% 0o -3 1
1 0 0 0 -1 -1 0 -1 -1
St«T=|[3 4 0]x|0 0 1 |=[0 -1 o0 (40.5)
0o -3 1 0 0 0 0 0 -3
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Nun zieht man A von der Hauptdiagonale ab und erhalt
det|(ST'T) = AT1=0: [ 0 —1—x 0 (40.6)

Zur Bestimmung der Eigenwerte berechnet man die Determinante und setzt diese 0 gleich

“Ax(E N (5= =0

1 A1=0
“Ax(A+ A+ =0
(40.7)
M=
na=-b/I-1
Ao =L
Um die Konvegenz zu verifizieren muss |\, |< 1 fiir alle A erfiillt sein
|)\1|: 0<1
|Xo|l=3 <1 — konvergiert (40.8)
|/\3|: % <1
41 Bsp. 41
Die Pseudoinverse einer Matrix a ist gegeben durch A* = (A x A)~! x A?
2 1 2 1
A={1 —2 —>Af*A=G 4 (2)>* 1 -2 :(8 g) (41.1)
2 0 2 0
1 (50 5 0
t -1 _ - —_ 9
(A" x A) T (0 9> <0 %> (41.2)
1 2 12
1 9 9 9
(Atx A"t AP =9 (1) (2L %) 2 = A" (41.3)
0 1 1 -2 0 L
5 75 0
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42 Bsp. 42

Fiir die Ndherungslosung mittels Pseudoinverse verwendet man = A* x b

rT—y=3 L =1\ _ 3
ety=2-—A=[-1 1]|,5=|2 (42.1)
20 —y =1 2 -1 1
1 -1
Af*A:<11 _11 21>* 11 :(64 _34) (42.2)
2 -1

% ;) (42.3)

(42.4)

[l
— =
S———
*
— o=
— =
SN~—
|
h
*

) =7 (42.5)

43 Bsp. 43

Das Skalarprodukt zweier Vektoren wird im folgenden mit <(),()> dargestellt.
r—y=3 -1\ 3
—rty=2-—A=[-1 1]|,5=[2 (43.1)
20 —y=1 2 -1 1

Fiir g1 wird der erste Splaltenvektor von A verwendet und normiert

1 1

“1],q=—[-1 (43.2)
2 V6 \ o

S
I
R

Der Vektor qé‘, der orthogonal auf q}‘ steht, ist gegeben durch
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-1 1
<l1],l-1]>
- — < a_’:‘ qj‘ > - —1 -1 2 1
G=at— —22 " xqg=1]- x| =1 = (43.3)
<qi,q; > 1 1 1 P
<|l-1],1-1]>
2 2
_1
3
1 9 1 -1 1 -1
a=1]+z«|-1]=|3|=1] a=—7=|1 (43.4)
~1) 3 \2 1 V3 o\
1
3
R ist gegeben durch R = Q! x A
1 _ 1
’ v = 5= = 1 1 NG 4
& Ve V6 - G 4
Q=|-7% | 2 R=QxA= N R :(O 1\/5>:R
. o) \2 7l V3
V6 V3
(43.5)
Z 1dsst sich mit RZ = Qtl_; berechnen
4 1 2
. 6 V6 V6 3 3
Qb= 2] =6 (43.6)
1 L 1 1 0
V3 V3 V3
6 —4 3 =23 =1 1
RZ = Q' V6 6 *<x1> Ve 6xv/6 2y =2 (43.7)
0 73 Zo 0 To = 0
44 Bsp. 44
m | x Yi a3 x; i TiYi r7Yi
1 4,0 102 16 64 256 408 1632
2 4.5 130 20,25 91,125 410,0625 585 2632,5
3| 51 167 2601 132,651  676,5201  851,7  4343,67
4| 59 224 3481 205379 12117361 1321,6 779744
5 6,3 256 39,69 250,047  1575,2961 1612,8 10160,64
) 7,1 326 50,41 357,911  2541,1681 2314,6 16433,66
> 1329 1205 187,26 1101,113 6670,7829 7093,7 42999,91
Ansatz 1y = a+ bx (44.1)
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Die Ausgleichsgerade ist gegeben durch

S - (v =) m 3 i - (3 23 )
a= i=1 7,=71n z=nll i=1 b= =1 - z=1m i=1 (442)
g gy

Setzt man die gegeben Werte in die Gleichungen ein, erhilt man
y1 = 70,90401z — 187,956987 (44.3)
Der Ansatz fiir das Polynom 2. Grades lautet
Yo = ag + a1 * agx® (44.4)

Fiir alle Polynome ab dem 2. Grad gilt

m m m m m
ag Z x! +aq Z i 4 ay Z 2?4 ta, fo” = Z YTy (44.5)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Dies liefert n + 1 lineare Gleichungen, von denen man 3 bendtigt um ag, a1, as zu berechnen

m m m m

ag Z 9+ ay Z r; + ay Z 2 = Z yix? (44.6)
i=1 i=1 i=1 i=1
m m m m

a) @it ) ol ta) ol =)y (44.7)
i=1 i=1 i=1 i=1
m m m m

ag Yy ai+ary a2l tayy al =Y v} (44.8)
i=1 i=1 i=1 i=1

Setzt man in die Gleichungen ein, erhélt man

6 ap + 32,9 a; + 187,26 ay — 1205
32,9 agp + 187,26 a; +1001,113 ay = 7093,7 (44.9)
187,26 ag + 1001,113 a7 + 6670,7829 as = 42999.91

Lésen des Gleichungssystems — Z7 * %

6 32,9 187,26 1205 1 5483333 3121 | 200,833333
32,9 187,26  1101,113 | 7093,7 |—»| 32,9 187,26  1101,113 7093,7
187,26 1101,113  6670,7829 | 42999.91 187,26 1101,113  6670,7829 | 42999.91
(44.10)

Ty — 71 %32,9 — Z5 — Z1 * 187,26

1 5483333 31,21 | 200,833333 1 5483333 3121 | 200,833333

0 6848344 74304 | 486,283344 |—| 0 6,848344 74,304 | 486,283344

187,26 1101,113  6670,7829 | 42999.91 0 74,304062 826.3983 | 5391,860062
(44.11)
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1
Zo * sstozm — Za — Za % T4,304062

1 5,483333 31,21 200,833333 1 5,483333 31,21 200,833333
0 1 10,849922 | 71,007435 |—| O 1 10,849922 | 71,007435
0 0

74,304062  826.3983 | 5391,860062 0 20,205023 | 115,719209
(44.12)
Z3 * 20,255023
1 5,483333 31,21 200,833333 as = 5,72725
0 1 10,849922 | 71,007435 |— a1 = 8,867219 (44.13)
0 0 1 5,72725 ag = -29.728253
Woraus sich fiir yo ergibt
Yo = 5,727252% + 8,867219z — 29, 728253 (44.14)

400

[ ] X Vi

380

300

250

2001

150 T

100

50 ' ' ' ' '

Abbildung 44.1: Skizze: z;y;, Y1, Y2
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45 Bsp. 45
m T Yi 3?12 = Uj 3321 = U% TiYi yzxzz = YilUq
1 [ -1 3.1 1 1 3.1 3.1
2 1-05 22 025 0,625 -1,1 0,55
3 0 0,9 0 0 0 0
4105 14 025 0,625 0,7 0,35
50 1 29 1 1 2,9 2,9
S 105 25 2125 0,6 6,9
a)
Ansatz: fi(z) =ax+0b
m Y wiyi — (Y i) (YY) (2 yi) — (2 waya) (X =)
0= =1 i=1 i=1 p— =1 i=1 i=1 i=1
m Yy ap — (30 x)? m Yy a; — (30 @)
=1 =1 =1 =1

Eingesetzt ergibt sich

fi(z) = —0,24z + 2,1

b)

Ansatz: fo(z) = ax® + b — ag + agz? — Substitution : u = x>

(45.1)

(45.2)

Da a; = 0 fallen einige Terme aus den Gleichungen heraus, wodurch noch folgendes iibrig bleibt

m m m

0 1 0

ag E x; + az E u; = E YiZ;
i=1 i=1 i=1
m m m

1 2 1

ag E u; + ag g u; = E Yiu;
i=1 i=1 i=1

Eingesetzt ergibt sich somit — Z7 * é — Lo — Z1%2,5

5 a0 + 2,5 as — 10,5 5 25 | 105 105 | 21
2.5 ag + 2,125 ay — 6,9 25 2125 | 6.9 0 0875 | 1,65
1
23 * 5378
1 05| 21 ay — 1,885714
0 1 1,885714 apg = 1,157143

Wodurch sich fiir fo(z) ergibt

fa(z) = 1,8857142% +1,157143

(45.3)

(45.4)

(45.5)

(45.6)

(45.7)
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L X Yi
¥i

<

357

=25 G

157 —

Abbildung 45.1: Skizze: x;y;, Y1, Yo
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